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 الرياضيات ونمو الأورام
  
  

یمكن للأورام أن تتكون في أي نوع من الخلایا في معظم أنسجة الجسم، وفي المراحل المبكرة من تطور الورم 
  . یعتمد نمو الورم على امتصاص المواد الغذائیة من المحیط المجاور عن طریق خاصیة الانتشار

یة ف ي ال ورم ع ن طری ق الانت شار الب سیط ویتزای د مع دل         عندما یكون الورم صغیرا جدا یصل الغذاء إلى كل خل       
مع مرور الزمن، ولكن لا یمكن لھذه المرحلة أن تستمر لأنھ مع زیادة ) exponentially(النمو بصورة أسیة 

الورم وھذا ی ؤدي إل ى تك وین طبق ة داخلی ة م ن       حجم الورم یتعذر وصول الغذاء عن طریق الانتشار إلى مركز      
وب ذلك ف إن مع دل نم و ال ورم یتراج ع وی صبح م ن         ) necrotic core( ت سمى النخ اع النخ ري    الخلای ا المیت ة   

  .الصعب الحصول على الغذاء عن طریق الانتشار فقط
ویتك ون م ن طبق ة خارجی ة م ن الخلای ا       . في المراحل المبكرة من النم و لا یتع دى قط ر ال ورم ب ضع مللیمت رات           

رم یقل نشاط الخلایا بشكل ملحوظ وتتكون من طبقة وسطى خاملة من النشطة المتكاثرة وكلما تعمقنا داخل الو  
  ) necrosis( إلى أن نصل إلى مركز الورم الذي ھو عبارة عن خلایا میتة )quiescent cells (لا تنقسمخلایا 

  
  )١٠١الشكل انظر (
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

المتابع ة الت ي ن ستطیع م ن خلالھ ا       ھ ذه  –ولمتابعة تحركات الطبقة الخارجیة لل ورم ودراس ة م دى اس تقرارھا        
  .   نحتاج إلى صیاغة نموذج ریاضي یسمح لنا بھذه المتابعة-الحكم على الورم ھل خبیث أو حمید

إن معظ     م الأورام الخبیث     ة تح     صل عل     ى غ     ذائھا مباش     رة ع     ن طری     ق تك     وین أوعی     ة دموی     ة جدی     دة   
)vascularisation ( بواس  طة إنت  اج م  ادة كیمیائی  ة ت  سمى)tumour angiogenesis factor  ( تحف  ز

وعندما یتصل الورم بالجھاز الدوري عن طریق ھ ذه الأوعی ة الدموی ة ی تمكن م ن       . تكوین أوعیة دمویة للورم   
الح صول عل ى غذائی ة مباش رة م ن ال دم ك أي ع ضو آخ  ر ف ي الج سم، ولا یع د بحاج ة لنق ل الغ ذاء م ن المح  یط                

  )١٠٢انظر الشكل  (.سریع جدا في حجم الورمالمجاور عن طریق الانتشار، ویؤدي ذلك إلى نمو 
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 ٢

  
  

لفتت اھتم ام العدی د م ن علم اء الریاض یات والط ب         angiogenesisالنماذج الریاضیة لنمو الورم وعملیة الـ  
 لفھ م ھ ذا الم رض الخبی ث بھ دف إیج اد        جدی دة الحیوي وبإذن االله سوف تساعد الریاضیات في تطویر أس الیب        

  .قضاء علیھطرق فعالة لل
  

  :النموذج الریاضي لنمو الورم
   بعض الفرضیات التبسیطیة فیھ؛ حیث نفترضة خاص یمثل حالةالنموذج الریاضي الذي نقدمھ ھنا

  .معدل الانتشار في المحیط المجاور ثابت -١
 أكب ر م ن   – σ (x, y, z, t) وال ذي س یرمز ل ھ ب الرمز     –تتكاثر الخلایا طالما ك ان تركی ز الغ ذاء المت اح      -٢

إذن في المنطقة . σ2  أقل من قیمة ثابتة أخرى حرجة σوتموت الخلایا إذا كانت  . σ1قیمة ثابتة حرجة   
 الوسطى الخاملة تكون 

σ2 < σ < σ1  
  

  ھا تساوي اتضح من خلال التجربة أنوالتيσ , σ1  للطبقة الخارجیة النشطة hكذلك فإن الكثافة  
  
  
  

(1)        
for                             0
for               

1

11
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σσ

σσσσν
h  

  
  

  . موجب ثابتνحیث  
  

  وحدة المساحة للورم فإن وحدة الحجم للخلایا الحیة ھي   dA إذا كانت  -٣   
hdAdv =  

كما یتم استھلاك الورم للغذاء بمعدل  .  ثابتβ حیث hdAβوتنتج خلایا جدیدة تؤدي إلى زیادة الحجم بمعدل 
hdAγ حیث γثابت  .  

),(الخلایا النشطة تصبح خاملة عندما یقع تركیز الغذاء في الفترة  -٤ 12 σσ ویكون معدل الزیادة في 
  .الطبقة الخاملة ثابتا

خاع  معدل نقصان كتلة النویكون. تتحلل الخلایا الداخلیة المیتة إلى مركبات بسیطة بشكل متصل -٥
 .ثابتا بالنسبة لوحدة الحجم) necrotic core(النخري 

 mean( تتناسب مع معدل التقوس  T)  surface tension force(قوة التوتر السطحي للورم  -٦
curvature (Kللسطح الخارجي مما یحافظ على تماسك الورم . 

ة للخلایا عن طریق تكاثر وموت الخلایا ینشأ عنھ ضغط داخلي یؤدي إلى حركة المكونات الداخلی -٧
 المعادلة

(2)        pq −∇=  
  

),,,(حیث  tzyxq تمثل سرعة الخلیة و ),,,( tzyxpتتناسب مع الضغط الداخلي .  
  

 الفرضیات السابقة نصیغ النموذج الریاضي ال ذي أش رنا إلی ھ آنف ا، وھ ذا النم وذج مك ون م ن          والآن من خلال  
 σلیة یمكنن ا م  ن خلالھ ا رب  ط دینامیكی  ة الطبق ة الخارجی  ة لل ورم م  ع تغی رات تركی  ز الغ  ذاء       مع ادلات تفاض   

  .pوالضغط الداخلي 
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 ٣

  
  

  :لنفترض أن السطح الخارجي للورم یمثل بالمعادلة التالیة
(3)      0),,,( =Γ tzyx  

  
  :تمثل بالمعادلة التالیة) necrotic core(ع النخري وأن السطح الخارجي لطبقة النخا

(4)       0),,,( =Γ tzyxN  
  
  :و لإكمال النموذج الریاضي، لابد من تطبیق عدة قوانین

ن الكتلة لوحدة الحجم المتدفقة من السطح صغیرة فإhقانون الحفاظ على الكتلة وبما أن  باستخدام -١
)..( ∧

−
∧

+ − nqnq تساوي معدل إنتاج الكتلة لوحدة الحجم )( hdAβ  حیث أن وحدة الحجم ھيdv .ًإذا  
(5)           0on         .. =Γ+= ∧

−
∧

+ hdAnqnq β  
  
dAkn من خلال السطح الخارجي  dvمعدل انتشار الغذاء داخل  -٢ σ∇∧   یساوي معدل امتصاص.

)(  dAالغذاء في   hdAγ .ًإذا  
(6)        0on          . =Γ=∇∧ hkn γσ  

1σσوبما أن     . في الطبقة الوسطى الخاملة والنخاع النخري فإنھ لا یوجد انتشار للغذاء بداخل الورم≥
  
 یكون hاصل ضربھ في أعداد صغیرة مثل نفترض أن معدل ولادة خلایا جدیدة كبیر جدا لدرجة أن ح -٣

  O))1(() ١(في درجة 
  إذا

11 σσλσσββ −=−= vh  
  

  O=λ)1(حیث  

11 σσµσσγγ −=−= vh  
  .O=µ)1(حیث  

  : فإنT یساوي قوة التوتر السطحي  pمن الفرضیة الساسة وبما أن الضغط على السطح للورم  -٤
(7)       0on           =Γ= kp α  

  . ثابتαحیث  
  
لمعادلة  باΓ=0، ونمثل للحركة على السطح  r  بالمتجھأي نقطة على السطح الخارجي للورم تمثل  -٥

  :التالیة

(8)         += q
dt
dr  

),,,( إذا كانت -٦ tzyxS ھي معدل تناقص الخلایا عند نقطة ما داخل الورم؛ فإنھ یمكننا التعبیر عن 
  :قانون المحافظة على الكتلة بالمعادلة التالیة
(9)         . Sq −=∇  

  :بینونلاحظ ھنا أن معدل تناقص الخلایا یعود إلى سب
 أي موت الخلایا المبرمج الطبیعي وھ و مقت صر عل ى الخلای ا الن شطة والخامل ة ویح دث            apoptosis: الأول

  .1Sبمعدل ثابت 
 بواس طة  S ویمكنن ا التعبی ر ع ن    2S وھو موت غیر طبیع ي للخلای ا ویح دث بمع دل ثاب ت         necrosis: ثانیا

  :كما یلي) H)Heaviside step functionالدالة 
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 ٤

  
  
  

(10)     |)||(||)||(|),,,( 21 rrHSrrHStzyxS NN −+−=  
  .ΓN=0 نقطة على سطح النخاع النخري الممثل بالمعادلة Nrحیث 

  
  :أنھ في حالة توازن انتشاري ھي والذي یفترض σمعادلة تركیز الغذاء  -٧

  
  

(11)        02 =∇ σ  
  أي أن . نفترض أن المحیط الخارجي كبیر جدا مقارنة بحجم الورم، وأن ھناك مصدر دائم للغذاء -٨

(12)       ||    as    ∞→→ ∞ rσσ  
  
  
بشكل متكامل  الریاضي جالتعبیر عن النموذوبعد استعراضنا للفرضیات المطلوبة ، نستطیع  الآن و

  :بمجموعة المعادلات التالیة
  )2,()9(من معادلة رقم 

(13)      0   inside     2 =Γ=∇ Sp  
  

  داخل الورم والوسط المحیط 
(14)          02 =∇ σ  

  :المعادلات التالیة لدینا Γ=0وعلى سطح الورم  
(15)         kp α=  

(16)         .. 1σσλ −+∇−= ∧∧
+ pnnq  

(17)          ∧∧
+ ×−∇=× npnq  

(18)          . 1σσµσ −=∇∧n  
  

  السطح الخارجي یمثل بالمعادلة

(19)        += q
dt
dr  

  
   للورم یعطى بالمعادلةيوالشكل الابتدائ

(20)          0en   t        wh == ar  
  

  . كمیة معلومةaحیث أن 
  وأخیرا

0on        2 =Γ= Nσσ  
  

  
 یصعب حل ھ ذه المع ادلات ولك ن م ن الممك ن إیج اد ح ل ل و افترض نا أن ال ورم یأخ ذ ش كلا              في الحالة العامة  

  .وھذا ھو موضوع الفقرة التالیة. ھندسیا منتظما
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 ٥

  
  

  .نموذج ورم كروي
  

ف ي  . وینمو مع مرور الزمن محافظا على شكلھ الكروي aلنفترض أن الورم یأخذ شكلا كرویا نصف قطره  
  .ذه الحالة یمكننا الحصول على حل دقیق للنموذجھ

  :عادلة التالیةمتمثل بالفإننا نجد أنھا معادلة السطح فإذا ابتدأنا ب
(21)        )(tRr =  

  
  .t نصف الورم عند زمن tR)(حیث  

aRمن الواضح أن   =)0(  
  : قطبیا بالمعادلات التالیة)13,()14(معادلتین نعبر عن ال

(23)                          0)(1

(22)      )(          )(1

2
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  :ولكي نتمكن من إیجاد الحل سوف نحل المعادلات بشكل منفصل على مرحلتین

RrRN  للمنطقة المتكاثرة حیث : الأولى NRr والثانیة للمنطقة المیتة  حیث  ≥≥ ≤<0.  
  

RrRN المنطقة ≤≤:  
  یجب علینا حل المعادلات 

                        0)(1

(24)      )(          )(1

2
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  :فنستنج باستخدام التكامل مرتین للمعادلتین أعلاه أن

(26)                    

(25)          
6

1
1

1
1

2

1

D
r

C

B
r
ArSp

+=

++=

σ
  

  
1111حیث  ,,, ABCDكلھا ثوابت تحدد باستخدام الشروط المحیطة .  

   نستنج أن )15(باستخدام معادلة 

(27)          
6 1

1
2

1 R
B

R
ARS α

=++  

  
  : نجد أن )12,()26(ومن معادلة 

(28)        1 ∞= σD  
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 ٦

  
  

NRr المنطقة ≤<0:  
  في ھذه المنطقة نجد أن 

(30)                

(29)      
6

2
2

2
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ArSp
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++=

σ
  

  
022 ولذلك یتعین علینا وضع  r=0تین عندما   موجودσ,pوھنا لابد من أن تكون  == CA.  

NRrعلى المحیط     :یكون یقتضي أن =

(31)          
66 1

1
2

12

2

2 B
R
ARSBRS

N

NN ++=+  

   نجد أن NRبالتفاضل بالنسبة لـ 

(32)          
33 2

1
12

N

NN

R
ARSRS −=  

  وأیضا یقضي أن یكون 

22

21 )(
σ

σσ
=

−= ∞

D
RC N  

  
1212 یمكننا تحدید جمیع الثوابت NRوبعرفة نصف القطر  ,,, AABBكما یلي :  

02بما أن   =A  112 لإیجاد )27,()32( یمكننا حل المعادلات ,, ABB.  
  : سطح الورمي تطرأ علىتفة التغیرات الالسؤال المھم الآن ھو معر

)(tRr =  
  .)16,()19(وللإجابة على ھذا السؤال نحتاج لاستخدام المعادلات . مع مرور الزمن

  : لنحصل على)18,()16(في البدایة ندمج المعادلتین 

       
rr

pq
∂
∂

+
∂
∂

−=+
σ

µ
λ  

  :لنحصل على)19( مع المعادلة ثم ندمج ھذه المعادلة

(33)            
rr

p
dt
dr

∂
∂

+
∂
∂

−=
σ

µ
λ  

112نستمر في محاولة إیجاد الثوابت  ,, ABB . نجد أن )32(من المعادلة   

3
)(

3

211
NRSSA −=  

   نجد أن)27(ومن المعادلة 

(34)        
3

)(
6

3

21

2

11 R
RSSRS

R
B N−−−=

α  

  :)31( من المعادلة 2Bوأخیرا یمكننا إیجاد 

(35)       
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)23)((
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R
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  : في المنطقتین كما یليσ,pالآن یمكننا بعد معرفة الثوابت تلخیص نتائجنا بالنسبة لـ 
RrRN المنطقة ≤≤  

36)    (                    

∞
∞ +

−
=

−−+−−=

σ
σσ

σ

α

N

N

R
r

Rr
RSSrRS

R
p

)(

)11(
3

)()(
6

2

3

21
221

  

  
NRr المنطقة ≤<0:  

  

           (37)               
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   لنحصل على )33( في المعادلة )36(، نعوض بالمعادلة tR)(، لمعرفة تطورات السطح الخارجي للورم 

(38)             )(
3

)(
3 222

3

21 R
R

R
RSSRS

dt
dR NN

∞−−−+−= σσ
µ
λ  

  . معلومةNRوھذه المعادلة التفاضلیة الغیر خطیة یمكن حلھا عددیا لو كانت 
   للحصول على المعادلة)18(ادلة  في المع)36( باستخدام معادلات R بدلالة  NRویمكننا إیجاد 

(39)        0)()()( 4
1

23
2

222
2 =−−−+− ∞∞∞ RRRR NN σσµσσµσσ  

  :لھا الحل الموجبوھذه المعادلة 

(40)          
)(2

)(4

2

1
22232

σσ
σσµµµ

−
−++−

=
∞

∞RRR
RN  

   .tR)( لتحدید  )38( في المعادلة التفاضلیة  NRویمكننا التعویض بقیمة 
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    وذل ك  QR وأی ضا الح د الخ ارجي للمنطق ة الخامل ة      )38,()40(یرینا الحل الع ددي للمع ادلات    ٣٠١الشكل        

  :باستخدام القیم التالیة
7.0  ,5.0  ,1   ,60  ,100 1,  ,10  ,002.0 1212 ======== ∞ σσσλµ SSv  

 تنمو في البدایة ثم تثبت تقریبا عن د ح د مع ین أي أن ال ورم ف ي ھ ذه الحال ة        tR)(ویتضح لدینا من الشكل أن  
  .وبھذه القیم یتوقف عن النمو

؟ في ھذه الحالة نفت رض اختف اء الطبق ة    )vascularized tumour(ولكن ماذا لو كان الورم لھ أوعیة دمویة 
==0 وبمعنى آخر فإن  . الخاملة الوسطى والنخاع النخري    NQ RR .    1(كما أن الفرض یة الثانی ة ومعادل ة( 

وإذا افترض نا وج ود تك اثر    . أي أن التكاثر یتم في الورم بأكملھ ولیس فقط في الطبق ة الخارجی ة  . لا تنطبق ھنا 
  : بالمعادلة التالیة)10(ستخدم معادلة رقم  فإننا ن3S للخلایا عن طریق الانقسام الخلوي بمعدل ثابت
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  :لىمعدل نمو الورم یعطى بمعادلة تفاضلیة بسیطة من الدرجة الأو
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  وبحل ھذه المعادلة نجد أن
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  : نستنتج التالي)44(ومن معادلة 
13لا حد لھ  عندما تكون   ) exponentially(ینمو الورم بشكل أسي      SS اءل الورم بشكل أس ي إل ى    یتض.<

13عندما تك ون   أن یختفي    SS   أي أن ال ورم ینم و ب شكل كبی ر ل و ك ان مع دل الانق سام الخل وي أكب ر م ن            .>
معدل موت الخلایا المبرمج ویتضاءل بشكل كبیر لو كان معدل الانقسام الخلوي أقل من معدل م وت الخلای ا          
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