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  نماذج رياضية في علم الأوبئة

  
لقد بات من المؤكد لإنجاح أي عملیة أن تتم حسب استراتیجیات مدروسة تغطي جمی ع الاحتم الات الت ي یمك ن أن            

 لمرضٍ معدٍ حملة تطعیم، حینما تعلن وزارة الصحة عن فعلى سبیل المثال. تطفو على السطح ، على المدى البعید    
؛  القارئ على بین ھ م ن الأم ر   یكونوحتى . فإن ھناك ترتیبات یتم بموجبھا تنفیذ ھذه الحملة، لتحقق الھدف المنشود  

فإننا نضع بین یدیھ العملیة التي یتم من خلالھا ترجمة آلیة الإصابة بمرضٍ معدٍ ریاضیاً، والتي سیكون لھ ا الع ون       
 ف  ي اكت  شاف النتیج  ة الت  ي یت  رجح م  ن خلالھ  ا تط  ور ھ  ذا الم  رض إل  ى وب  اء ع  ام ،       - ع  ز وج  ل  بع  د ق  درة االله –

  .بالإضافة إلى الإسھام في عملیة التحكم في ھذا المرض في مراحلھ الأولى
  
  
  
  
  
  
  
  
  

ح ساب   عوامل الإصابة بالمرض بصورة حسابیة والتي ب دورھا تفی د ف ي    إیجادوالموضوع في مجملھ یتلخص في  
وھ  ذه الح  سابات اس  تندت عل  ى المف  اھیم والفرض  یات  .  ف  ي انت  شار الم  رض التطع  یمت حم  لاة م  دى ت  أثیرو دراس  

  :التالیة
  

  :المفاھیم
  
1- Ro) The basic reproduction number : (      الأص حاء ال ذین سی صابون    وھ و یمث ل مع دل ع دد الأف راد

  .لمرض المعدي  في مجتمع غیر محصن ضد ھذا ا- بھذه المرض-بالمرض من فرد مصاب 
 . أم لاالمع دي ف ي المجتم ع   وتتجلى أھمیة حساب ھذا العدد في تحدید ما إذا كانت ھناك احتمالی ة لانت شار الم رض     

أم ا إذا  .  معدل الإصابة بالعدوى ثابتبشرط كون ستختفي العدوى تماما على المدى البعید  Ro < 1 فعندما تكون 
كبی رة؛ ك ان    Roوكلم ا كان ت قیم ة    .  على الانتشار في ھ ذا المجتم ع  ستكون قادرة فإن ھذه العدوى Ro > 1كانت  

  .ذلك مؤشرا خطیرا إلى تطور المرض لیصل إلى مرحلة الوباء المنتشر في المجتمع
  .لعدد من الأمراض المعدیة المعروفة Roوالجدول التالي یبین قیم  

  
  Ro  المرض

HIV   5-2  )الایدز(مرض نقص المناعة  
  Diphtheria  6-7    الدفتیریا
  Measles  12-18       الحصبة

  Polio  5-7     شلل الأطفال
  SARS   2-5    مرض سارز

  Smallpox  6-7    الجدري
  
2- S :      وقیم ة   . س ل دیھم مناع ة ض د ھ ذا الم رض     وھو یمثل نسبة الأشخاص في المجتمع ال ذین ل یS     ھ ذه تك ون

  .1 و 0دائما عشریة تتراوح بین 
  
3- A  : الذي تحدث فیھ الإصابة بالمرض في المجتمعيمتوسط العمرالویمثل   
  
4-  L  : المتوقع لأفراد المجتمعي العمرمتوسطالویمثل .  
  

  
  

  مرض 
 الجدري
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  :الفرضیات
  
 تق ل فی ھ ن سبة وفی ات الموالی د، وأكث  ر      -ة، عل ى س بیل المث ال     لت وفر الرعای ة ال صحی   –مجتم ع   وج ود   نفت رض -1

  .L ي یقدر بـعمرمتوسط إلى أفراده یعیشون 
    نفترض أیضا وجود اختلاط متجانس بین أفراد المجتمع-2
  

The endemic steady state  
ة ب نفس  عن دما تك ون الع دوى ب المرض م ستمر     ) The endemic steady state ( ة یكون الم رض حال ة متوطن    

لا، نجد أن اویوضح ذلك، إذا أخذنا بریطانیا مث. المعدل بدون وجود أي مؤثر خارجي یسھم في عملیة العدوى ھذه 
  . یعتبر من الأمراض المتوطنھ بینما الملاریا لیست كذلك)العنقز(جدري المائي مرضا كالـ

 زاد ف إذا .  فق ط خص واح د  ش   ھ ذه الع دوى إل ى    أن ینقل كل شخص مصابلابدتوطن  مرض م لكي یكون ال  وكذلك  
  .  ھذا یمثل مؤشرا إلى تحول المرض إلى وباءفإنالعدد عن واحد 

  
والآن إذا افترضنا وجود مجتمع جمیع أفراده لیس لدیھم مناعة ضد ھذا المرض ؛ فإن ھذا المرض یك ون مت وطن     

)endemic ( إذا كانoR   1لھذا المرض یساوي.  
إذا ) endemic( ھ ذا الم رض یك ون مت وطن     أما إذا كان بعض أف راد المجتم ع لدی ھ مناع ة ض د ھ ذا الم رض ف إن           

  :كان
Ro × S = 1)                           1(  

  
؛ ))1(انظ ر معادل ة   (  تك ون عك سیة   S و Ro ب ین قیمت ي     الت ي ت ربط   ف إن العلاق ة  الم رض مت وطن  إذا كان وعلیھ  

  .  والعكس بالعكسS قیمة  ت في تناقص Roكلما زادت قیمة  ف
  

ھ ذا  وك ان  ) تج اوز ھ ذا المتوس ط   دون   (L ی ساوي  يو بافتراض أن جمیع أفراد المجتمع یعی شون بمتوس ط عم ر          
 ، ف إن الأف راد الأص غر س نا م ن عم ر       A   یساوي الذي تحدث فیھ الإصابة بالمرض في المجتمع  يمتوسط العمر ال

إم ا أن ل دیھم   : ف إنھم یكون ون ب ین ح التین      Aس لدیھم مناعة ضد الم رض بینم ا الأف راد الأكب ر س نا م ن       العدوى لی
 وف ي ھ ذه الحال ة، ف إن ن سبة الأف راد ال ذین ل یس ل دیھم مناع ة ض د الم رض             .مناعة ضد المرض أو ناقلین للع دوى     

  :تعطى بالمعادلة التالیة
  

                                        )                                          2(  
  ):2(و) 1(وعلیھ من 

                                                                        
                                                                          )        3(  

  
  
  
  

  :یمالریاضیات المتعلقة بحملات التطع
  

  ی سمى  ف وق م ستوى مع ین   ماالغرض من حملات التطعیم ھي رفع نسبة الأشخاص الذین لدیھم مناعة من مرض   
)herd immunity(    و أف  ضل مث  ال عل ى ذل  ك م  رض  .  مم ا ی  ؤدي إل  ى الق ضاء عل  ى الم  رض ف ي ذل  ك المجتم ع

  .الجدري
  S   و بذلك تصبحq بالرمز (herd immunity)لمستوى للنرمز 

  
                (4)              

  
   1 لا بد أن یساوي q و S و مجموع  من المرض تمثل نسبة الأشخاص الذین لدیھم مناعةqو ذلك لأن 

L
AS =

A
LRo =

qS −= 1
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  :لیة من التحققھ لكي نحصل على حالة استقرار للمرض لا بد للمعادلات التا نستنتج أن(1)من المعادلة رقم 
                                                                                     

                                                                                     (5)  
  

  أو
                                                                                   (6)  

  
  
  

  :المستوى الأمثل للمناعة
  

فلكي نقضي عل ى الم رض لا ب د     . qc المستوى الأمثل للمناعة و سنرمز لھ بالرمز (6)لقد حسبنا في معادلة رقم      
   .qcتساوي على الأقل ) أو قریبا من الولادة(ان تكون نسبة الأفراد المطعمین ضد المرض عند الولادة 

  
    
  
  
  
  ذا یحصل عندما لا تتمكن حملة التطعیم من تجاوز المستوى الأمثل للمناعة؟ما
  

 بلغت نسبة الأفراد المطعم ین  ؛1أكبر من  لھ   Ro قیمة   كانتلنفترض أن في إحدى حملات التطعیم ضد مرضٍ 
  : أي أن ولكن ھذه النسبة جاءت دون المستوى الأمث ل المطل وب للق ضاء عل ى الع دوى     qضد المرض عند الولادة  

q < qc )قد یحدث ذلك بسبب الإھمال أو عدم توفر تطعیمات كافیة للجمیع أو أسباب أخرى(  
  :ة التالی قیمتھ بالمعادلة ذي تتحددالو Rq إلى Ro تتغیر قیمة نسبةنتیجة لھذه ال

  
                                                                                           (7)  

  
متوس  ط العم  ر ال  ذي تح  دث فی  ھ الإص  ابة ب  المرض ف  ي      (A  إل  ى تغی  ر قیم  ة  Roؤدي انخف  اض قیم  ة  ی  و س  وف 

   التطعیم ین لم یحصلوا على بالنسبة للأشخاص الذAqإلى ) المجتمع
   
  
  

  : مع المعادلة السابقة  نحصل على العلاقة التالیة(7)وباستخدام المعادلة 
  
  
  
  

  و بما أن
  
  
  

  نتج أن نست
  
  

یت  ضح ل  دینا م  ن المع  ادلات ال  سابقة أن حمل  ة التطع  یم ھ  ذه س  تؤدي إل  ى ارتف  اع  متوس  ط العم  ر ال  ذي تح  دث فی  ھ      
  و من المھم جدا دراسة ھذا التأثیر عند القیام بحملات تطعیم ضد أمراض تزداد أعراضھا شدة . الإصابة بالمرض

  

1)1( =−× qRo

oR
q 11 −=

o
c R

q 11 −=

)1( qRR oq −=

q
q A

LR =

A
LRo =

)1( q
AAq −

=

)1( qR
LA

o
q −

=
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 س وف ت ؤدي   qcاض إذا لم تتمكن من تع دي الم ستوى    ضد ھذه الأمرحملات التطعیمفإن . مع تقدم عمر المصاب  
  . و مضاعفات المرض عنھا فیما لو ترك المجتمع بدون تطعیمإلى ارتفاع في نسبة الوفیات

  
فإن معدل انتشار المرض المعدي سوف یتضاءل   cqو لكن إذا نجحت حملة التطعیم في تخطي المستوى 

  .بإذن االله تدریجیا إلى أن یتم القضاء على المرض نھائیا
  


